MA2115 Clase 4: Series alternantes. Convergencia absoluta.
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1 Series Alternantes

Definicion 1 Sea (a,,)°, una sucesion de términos positivos. Una serie de la forma

Z(—l)”“an =a;—ay+az—--+(=1)""a, +---

n=1

es llamada una serie alternante.

(e, o] o
Observemos que Z(—l)”an = Z(—l)”“anH es una serie alternante.
n=2 n=1
o0
Teorema 1 (Criterio de Leibnitz) Sea Z(—l)"“an una serie alternante tal que (a,)3>, es
» n=1
decreciente. Entonces, la serie Z(—l)"“an converge si, y solo si, lim a, = 0.
n—oo
n=1

o
Proof: Es claro que, si la serie E (—=1)"*'a, converge, su término general tiende a cero y, en
n=1
consecuencia, lim a, = lim |(—1)"*!a,| = 0.
n—oo n—oo
oo
Reciprocamente, supongamos que lim a,, = 0. Consideremos la serie telescopica 5 (ap—apyt).
n—oo

n=1
)

Como la sucesion (a,)22, es decreciente y lim a, = 0, tenemos que 5 (@, — ant1) es una serie de
n—oo
n=1

términos positivos y converge al valor a;. Por lo tanto, cada una de sus subseries converge y, en
particular, la subserie de términos impares sum;- | (as,_1 — as,). Finalmente, observemos que

o0 n n n
Z(Cmnq — ag,) = 1Lm Z(a%fl — agg) = 1Lm (Z Agk—1ak — ZCL%)
=1 ) "0\ = =1
n n 2n [e%)
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Es decir, Z(—l)”“an = Z(azn_l — asg,) y por lo tanto converge. O
n=1 n=1
o
Observemos, ademas, que Z (ar, — ag_1) converge a a,.1, siempre que lim a, = 0, de donde
k=n+1 i
oo n oo (o]
S = sal = D (D) ar =D (D ar] = | D (D] < Y (ak — ap1) = anga,
k=1 k=1 k=n-+1 k=n+1

y asi, obtenemos el siguiente:

(o]

Corolario 1 Sea E (—1)”+1an una serie alternante convergente a S. Entonces, el error al aproz-
n=1

imar la suma S, mediante la n-ésima suma parcial s,, no excede a,.1, es decir, |S — sp| < api1,

para cada n > 1.

o0 2
Ejemplo 1 Demuestre que la serie E (—1)”+12—n converge, y encuentre una valor aproximado de
n=1

la serie con un error no mayor a Z_L

2
Solucién: Consideremos la funcién f(z) = ;7 Como

_ 222° —2°(In2)2°  22%(2—x1n2)

f/(ﬂf) - 221 3 2290
/ . . 2 .
tenemos que f'(x) < 0 siempre que 2 —x1In2 < 0, o cual se cumple siempre que = > Lo Es decir,
2 2
la funcién f es creciente en el intervalo <ﬁ’ oo), y como 3 — < 4 (yaque e < 4 = 2% de donde
n n

2

n

1 < 21In2), tenemos que la sucesiéon a,, := o es creciente a partir de n = 4 (de hecho, a partir de

n=3,yaqueaz =3 >1=ay). En virtud del Criterio de Leibnitz, la serie Z(—l)”+12—n converge
n=1

(n+1)2

“ontt Y substituyendo

a un valor S. El Corolario 1 nos dice entonces que |S — s,| < apq1 =
2 1
n = 7, obtenemos que |S — s7| < ® =1 Es decir, podemos aproximar S mediante

7

k1 9 25 9 49 29
= A T ey I
o1 ;( ) 2k 2 * 8 * 32 16 * 128 128’
con un error no mayor a Zl O



2 Convergencia Absoluta

[ee]

Definicion 2 Decimos que una serie E a, converge absolutamente o es absolutamente convergente

n=1

oo
si Z |a,| converge.

n=1
Teorema 2 Toda serie absolutamente es convergente. Es decir, si la serie de términos positivos

o0 o
E la,| converge, entonces E a, converge.

n=1 n=1
o0

Demostraciéon: En virtud del criterio de Cauchy, E a, converge si, y sélo si, para cada € > 0
n=1

existe N > 0 tal que |a,11 + Gpio + -+ + ap| < € siempre que m > n > N. Ahora bien,
o0
como Z la,,| converge, el criterio de Cauchy nos dice que dado € > 0 existe N > 0 tal que

l|ant1] s |anso| + -+ - + |am|| < € siempre que m > n > N, y la desigualdad triangular nos dice que

|an+1 13 Ap+2 + - o ats am| S Ian+1| e |an+2| + - |a'm| < £,

o

con lo cual g a, converge. O
n=1

A partir de este resultado podemos deducir facilmente los criterios basados en la comparacién

con una serie geométrica.

[e.9]

Corolario 2 (Criterio del cociente) Si Z a, es una serie de términos positivos y el limite R =

n=1
. 6Ln—‘,—l . = . . .
lim existe, entonces Zan converge siempre que R < 1 y diverge siempre que R > 1.
n—oo an
n=1
Ejemplo 2 La serie Z(—l)”—' converge absolutamente, ya que
n!
n=1
(_1n+1) (n )3
n 1)! 1)3n! 1)3 ! 1
lim |22 = Jim eV PN G L O U L —0<1.
n—oo | n—00 ] N n—oond(n+ 1)l noeoc n3  (n4+1)n! nocon+1
(=15
Corolario 3 (Criterio de la raiz) Sea Zan una serie de términos positivos tales que lim {/|a,| =
n=1
R existe. Entonces, Zan converge siempre que R <1 y diverge siempre que R > 1.
n=1



2n

n+1

Ejemplo 3 La serie Z (— ) converge, Ya que
n=1

. 2n 1
im = —
n—oomn + 1 2

< 1.

También tenemos el siguiente resultado:
[e.@]

Teorema 3 Sea E a, una serie absolutamente convergente. FEntonces, cada reordenamiento y

n=1
[eS)

cada subserie de E a, converge absolutamente.

n=1

3 Convergencia Condicional

o0

Definicion 3 Decimos que una serie E a, converge condicionalmente, o es condicionalmente con-

n=1
oo o
’U@'I"g@nt@, Si E a, converge pero E |an| diverge, €S deC’L.'I", 87; €S CO”U@rgente pero no abSOlUtamente
n=1 n=1

convergente.

(=D"

o
Ejemplo 4 Hemos visto que la serie E porque es una serie alternada cuyo término general
n=1

n
oo oo
| | | @ i (—1)"
tiende a Cero, maientras que la serie armonica E = dwer’ge. Por lo tanto, E — converge
n n
n=1 n=1

condicionalmente.

(="

npbP

Ejemplo 5 Mas generalmente, la serie Z es absolutamente convergente si p > 1, condi-
n=1

cionalmente convergente st 0 <p <1y di;ergente sip <0.

Para culminar esta clase, enunciamos sin demostracién el siguiente teorema de Riemann, el cual
muestra el contraste entre el comportamiento de la convergencia absoluta y condicional con respecto
a los reordenamientos.

o
Teorema 4 Sea Z a, una serie condicionalmente convergente. FEntonces, para cada o € R U

n=1
o)

{£o0}, algin reordenamiento de E a, converge a «. Es decir, existe una permutacion (no nece-

n=1
n

sariamente tinica) de los nimeros naturales o : N — N tal que lim E Ao (k) = Q.
n—oo
k=1
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